
Galois理論と正規底の定理：群環加群の代数構造、Galois対応の証明およ
び計算例

体  の有限次Galois拡大  と、そのGalois群  に対する  上の群環  の理論の関係について詳細に解説す
る。Galois理論において、拡大体  は基礎体  上のベクトル空間であるだけでなく、Galois群  の作用を受ける構造を持つ[cite:
1]。群環  を用いると、この  の作用と  上のベクトル空間としての構造を「  加群 ( -module )」という1つの代数
構造として統合的に扱うことができる[cite: 1]。

この観点から得られる最も重要な代数的帰結が「正規底の定理 (normal basis theorem)」である。この定理は、直観的 (intuitive) には
「拡大体  と群環  は、  加群として全く同じ構造を持っている」ということを主張する。本稿では、基礎概念の定義から
出発し、Dedekindの指標の独立定理、正規底の定理の完全な証明（無限体および有限体の場合）、Galois対応の基本定理への応用、
そして様々な体拡大における具体的な計算例を完全に書き下す。

1. 基礎概念の定義と群環加群としての構造

定義 1.1 (分離拡大・正規拡大・Galois拡大)
体  の拡大体  を考える。

 が代数的拡大であり、  の任意の元  の  上の最小多項式  が重根を持たない（すなわち 
 である）とき、  を分離的拡大 (separable extension) という[cite: 1]。

 係数の既約多項式  が  内に1つの根を持てば、  のすべての根が  に属するとき（すなわち  が
 内で一次式の積に分解するとき）、  を正規拡大 (normal extension) という[cite: 1]。

有限次拡大  が分離的かつ正規であるとき、  を有限次Galois拡大 (Galois extension) という。

このとき、  の自己同型であって  の元を点ごとに固定するものの全体は群をなす。これを  のGalois群 (Galois group)
と呼び、  と表す。Galois理論の基本性質より、  の  上のベクトル空間としての次元（拡大次数） 
はGalois群の位数  に等しい。

定義 1.2 (群環と左加群構造)
 を有限群、  を体とするとき、  の  上の群環 (group ring) を  と書く。これは、集合としては  の元を基底とす
る  上のベクトル空間

であり、  における2元の積は、分配法則および  の群としての演算規則を線形に拡張することで定義される。すなわち、 
 と  の積は

で与えられる。
 を有限次Galois拡大、  とするとき、  には自然に  上の左加群 (left -module) の構造が入る

[cite: 1]。作用は、  と  に対して、

K L/K G K K[G] = ⨁g∈G Kg

L K G

K[G] G K K[G] K[G]

L K[G] K[G]

K L

L/K L a K f(X) ∈ K[X]
gcd(f(X), f ′(X)) = 1 L/K

K f(X) ∈ K[X] L f(X) L f(X)
L[X] L/K

L/K L/K

L K L/K

G = Gal(L/K) L K [L : K]
|G|

G K G K K[G] G

K

K[G] = ⨁
g∈G

Kg = {∑
g∈G

agg   ag ∈ K}∣K[G] G

∑
g∈G agg ∑h∈G bhh

(∑
g∈G

agg) (∑
h∈G

bhh) = ∑
g,h∈G

(agbh)(gh) = ∑
x∈G

(∑
g∈G

agbg−1x)x

L/K G = Gal(L/K) L K[G] K[G]
λ = ∑

g∈G agg ∈ K[G] x ∈ L



と定義される。

2. Dedekindの指標の独立定理

正規底の定理の証明およびGalois理論全般において決定的な役割を果たす、体の準同型の線形独立性に関するDedekindの定理を証明
する。

補題 2.1 (Dedekindの指標の独立定理)
 と  を体とし、  を  から  への相異なる体の準同型（単射）とする。このとき、これらは  上のベクトル空
間  の元として線形独立である。すなわち、  について、すべての  に対して

が成り立つならば、  である。

証明:
背理法によって証明する。相異なる準同型  の間に非自明な線形従属関係が存在すると仮定する。そのような関係式
の中で、非零の係数の個数が最小（これを  とする）であるものを1つ選ぶ。適当に番号を付け替えることで、これを

とする。ここで  であり、各  はすべて  でない。
もし  ならば、  である。  を代入すると  より  となり矛盾する。よって 
である。

 と  は相異なる準同型であるから、ある  が存在して  となる（体の準同型は  を  に送るため 
である）。
任意に  をとる。式 (2.1) に  を代入すると、  は体の準同型であるから  となり、

が得られる。一方で、元の式 (2.1) の両辺に  を掛けると、

となる。式 (2.2) から式 (2.3) を引くと、第  項が相殺されて

が得られる。これはすべての  に対して成立する。
ここで第1項の係数に着目すると、  かつ  であるため、  である。これは長さ
が  （  ）の非自明な線形従属関係を意味し、  の最小性に矛盾する。したがって、相異なる準同型は常に線
形独立である。（証明終）

3. 正規底の定理 (Normal Basis Theorem)

定理 3.1 (正規底の定理)
 を有限次Galois拡大とし、  とする。このとき、  は  加群として  自身（正則加群）と同型で
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ある。すなわち、  である[cite: 1]。
言い換えると、ある元  が存在して、集合

は  の  上のベクトル空間としての基底をなす。このような基底を正規底 (normal basis) と呼び、  を正規底を生成する元と
呼ぶ。

証明を完結にするため、有限体の場合の証明で必要となる線形代数学の補助定理をあらかじめ証明しておく。

補題 3.2 (巡回ベクトルの存在)
 を体  上の  次元ベクトル空間とし、  を  線形変換とする。  の最小多項式 (minimal polynomial) の次数が 
 に等しいならば、ある  が存在して、  は  の基底をなす（このとき  を  に関する巡
回ベクトルと呼ぶ）。

補題 3.2 の証明:
体  上の主理想整域  上の有限生成モジュールに関する構造定理（単因子論）を  に適用する。  は  によ
り  加群とみなせる。構造定理により、  は

と分解される。ここで  はモニック多項式であり、  を満たす。
この分解において、  の最小多項式は最大単因子  に等しい。条件より最小多項式の次数は  であるから、 

 である。
一方、  である。  かつ  であることから、直和の項数は  でな
ければならない。
したがって、  加群として  である。この同型において  に対応する  の元を  とお
くと、  は  の  上の基底を構成する。（証明終）

以下、基礎体  が無限体の場合と有限体の場合に分けて、正規底の定理の完全な証明を与える。

定理 3.1 の証明 (基礎体  が無限体の場合):
 とする。  とし、  （等同写像）とする。  の  上の任意の基底 

 を1つ固定する。
 行列  を考える。この行列の行列式は非零、すなわち  である。なぜなら、もし 

 ならば、行ベクトルが線形従属となり、すべてが  ではない  が存在して、すべての 
について  となる。任意の  は  （  ）と書けるため、

となり、相異なる Galois 群の元の線形独立性（補題 2.1）に矛盾するからである。

次に、  個の独立変数  に対し、行列  の  成分を

と定義する。その行列式  は  の元である。この多項式  が零多項式で

∣
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ないことを示す。

 は正則行列であるから逆行列  が存在する。定義より  （Kroneckerの
デルタ）である。ここで線形変数変換

を導入する。これを代入すると、

となる。特に  より  である。
 であるから、ある一意的な添字  が定まり  となる。したがって、変数変換後の行列の 

 成分は

となる。対角成分 ( ) では  より成分は常に  である。非対角成分 ( ) では  より成分は 
 以外の変数  となる。

行列式の定義に従って展開すると、

恒等置換  に対応する項は対角成分の積  であり、その係数は  である。  である置換については、固定されな
い添字が少なくとも2つ存在するため、対応する項における  の次数は  以下である。したがって、  は 
の多項式として  の項をもち、零多項式ではない。変数変換が正則であるため、元の多項式  も零多項式では
ない。

 は無限体であるため、零多項式でない多項式  が  上で恒等的に  となることはない[cite: 1]。したが
って、ある  が存在して  となる。

 とおく。このとき行列  は正則である。もし  （これは 
 と集合として一致する）が  上線形従属であれば、ある  （すべてが  でない）が存在して 

 となる。各  を作用させると  となり、行列  の列ベクトルが線形従属とな
って  に反する。
ゆえに  は  上線形独立であり、要素数が  であるから  の  上の基底（正規底）を構成する。（証
明終）

定理 3.1 の証明 (基礎体  が有限体の場合):
 とし、  をその  次拡大体とする。有限体の理論より  はGalois拡大であり、そのGalois群 

 は Frobenius 自己同型

によって生成される位数  の巡回群  である。
群環  は多項式環のイデアルによる商環  と同型である。したがって、  を  の作用によって  加群
とみなす（  ）。
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補題 2.1 (Dedekindの独立定理) より、相異なる自己同型  は  上線形独立である。これは、  次以下の
任意の非零多項式  に対して  であることを意味する。したがって、線形変換  の最小多項式 

 の次数は  以上である。
一方、  より  であるから、最小多項式  は  を割り切る。モニック多項式の次数の比較よ
り、最小多項式は

である。

最小多項式の次数が  に等しいため、補題 3.2 (巡回ベクトルの存在) より、ある  が存在して、集合

は  の  上の基底を構成する。これはまさに  による  の軌道であり、  は正規底を生成する。（証明終）

4. 正規底を用いたGalois対応の証明

正規底の定理を用いることで、Galois対応の基本定理（部分群と中間体の1対1対応および次数の公式）を、群環の構造解析を通じて
直接かつ構成的に証明することができる[cite: 1]。

定義 4.1 (固定体)
 を Galois 拡大、  とする。  の任意の部分群  に対して、  の作用で不変な  の元の全体

を  の固定体 (fixed field) と呼ぶ。  は  を満たす中間体となる。

定理 4.2 (Galois対応の基本定理の次元公式)
 を有限次Galois拡大、  とする。  の任意の部分群  に対して、次が成り立つ。

1. 

2. 

証明:
群環  への  の左作用を考える。  と  に対し、  である。この作用に
よる固定部分空間を  とする。

 を  の右剰余類 (right coset) に分解する。  とし、右剰余類の代表元を  とする
と、

と表される。元  を剰余類ごとに整理すると、
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となる。任意の  を作用させると、  より

これが常に  と一致するための必要十分条件は、各剰余類  上で係数  が一定であること、すなわちすべての 
に対して  が成り立つことである。
各剰余類  上の一定の係数を  と置くと、  の任意の元は

と一意に書ける。元  を定義すると、  は  の  上の基底とな
る。したがって、

である。

定理 3.1 (正規底の定理) より、正規底の生成元  が存在する。これを用いて定義される  線形写像

は、  加群としての全単射同型を与える[cite: 1]。  は  の作用と可換であるため、  による固定部分空間同士の同型 
 を誘導する。

よって、  の  上のベクトル空間の次元は

である。拡大次数の連鎖律  および  を用いると、

が得られ、主張 1 が示された。

次に主張 2 を示す。  は Galois 拡大であるから、中間体拡大  も分離的かつ正規、すなわち Galois 拡大である。した
がって  である。
固定体の定義より明らかに  である。有限群の包含関係において位数が等しいため、  が成
り立つ。（証明終）

5. 固定体の基底構成アルゴリズムと具体例

前節の証明により、固定体  の  上の基底は、正規底生成元  と右剰余類代表元  を用いて
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として構成的に得られる[cite: 1]。以下に様々な拡大における計算例を完全に提示する。

例 5.1 (2次拡大：  )
 ,  とする。 Galois 群は  （  ）である。

標準基底  に対し、  の軌道は  であり基底をなさない。  をとると、その軌道は 
となる。

となり、  は  上線形独立で正規底をなす。

例 5.2 (2次拡大：有限体  )
 ,  （  ）とする。 Galois 群は  （  ）である。

 とおくと、  （標数2ゆえ  ）である。
 であるから、  は  上の正規底である。

例 5.3 (重2次拡大：  )
 ,  とする。 Galois 群は  （ Kleinの四元群）であり、作用は

で定まる。正規底生成元として  をとる。
部分群  による固定体  の基底を求める。右剰余類分解  より代表元は  であ
る。

得られた  は  上線形独立であり、固定体  の基底を構成する。

例 5.4 (円分体：  と最大実部分体)
 ,  （  ）とする。 Galois 群は  （  ）である。

円分多項式  より、  の軌道  は正規底をなす。
複素共役部分群  （ Galois群の位数2の部分群）の固定体の基底を求める。右剰余類分解  より
代表元は  である。

 ,  より、これらは  の根  であり、最大実部分体  の基底を与える。

例 5.5 (有限体の拡大：  )
 ,  （  ）とする。 Galois 群は Frobenius 自我同型  による 

 である。
 とおくと、その軌道は  となり、これらは  上線形独立で正規底を構成す

る。

Q(√2)/Q
K = Q L = Q(√2) G = {id, σ} σ(√2) = −√2

{1, √2} 1 {1} α = 1 + √2 {1 + √2, 1 − √2}

c1(1 + √2) + c2(1 − √2) = (c1 + c2) + (c1 − c2)√2 = 0 ⟺ c1 + c2 = 0 かつ c1 − c2 = 0 ⟺ c1 = c2 = 0

{1 + √2, 1 − √2} Q

F4/F2

K = F2 L = F4 = F2(ζ) ζ 2 + ζ + 1 = 0 G = {id, ϕ} ϕ(x) = x2

α = ζ ϕ(ζ) = ζ 2 = ζ + 1 −1 = 1
c1ζ + c2(ζ + 1) = (c1 + c2)ζ + c2 = 0 ⟹ c2 = 0 かつ c1 = 0 {ζ, ζ 2} F2

Q(√2, √3)/Q
K = Q L = Q(√2, √3) G = {id, σ, τ, στ}

σ(√2) = −√2,  σ(√3) = √3; τ(√2) = √2,  τ(√3) = −√3

α = (1 + √2)(1 + √3) = 1 + √2 + √3 + √6
H = {id, σ} LH G = Hid ∐ Hτ g1 = id, g2 = τ

β1 = id(α) + σ(α) = (1 + √2 + √3 + √6) + (1 − √2 + √3 − √6) = 2 + 2√3
β2 = τ(α) + στ(α) = (1 + √2 − √3 − √6) + (1 − √2 − √3 + √6) = 2 − 2√3

{2 + 2√3, 2 − 2√3} Q Q(√3)

Q(ζ5)/Q
K = Q L = Q(ζ5) ζ5 = e2πi/5 G = {σ1, σ2, σ3, σ4} σk(ζ5) = ζ k

5

Φ5(X) = X4 + X3 + X2 + X + 1 α = ζ5 {ζ5, ζ 2
5 , ζ 3

5 , ζ 4
5 }

H = {σ1, σ4} G = Hσ1 ∐ Hσ2

g1 = σ1, g2 = σ2

β1 = σ1(ζ5) + σ4(ζ5) = ζ5 + ζ 4
5 = 2 cos ( 2π

5
)

β2 = σ2(ζ5) + σ4(σ2(ζ5)) = ζ 2
5 + ζ 3

5 = 2 cos ( 4π

5
)

β1 + β2 = −1 β1β2 = −1 X2 + X − 1 = 0 −1±√5
2 Q(√5)

F16/F2

K = F2 L = F16 = F2(α) α4 + α + 1 = 0 ϕ(x) = x2

G = {id, ϕ, ϕ2, ϕ3}
β = α3 {α3, α3 + α2, α3 + α2 + α + 1, α3 + α} F2



部分群  による固定体  の基底を求める。右剰余類分解  より、

が得られる。  より確かに  に属し、基底をなす。

例 5.6 (非Abel Galois拡大： 3次対称群  の場合)
 ,  （  ）とする。  は多項式  の最小分解体であり、 Galois 群 

 は

で生成される。  である。

正規底の独立性の検証:
 とおく。  による6個の共役元を標準基底  の各成分ベクトルとし

て行列に並べると、

となり、この行列式を計算すると非零（値は  ）となる。したがって  は  上線形独立であり、正規底をな
す。

非正規部分群  の固定体  の基底計算:
右剰余類分解  の代表元  を用いる。

これらは線形独立であり、固定体  の基底を構成する。

正規部分群  の固定体  の基底計算:
右剰余類分解  より代表元  を用いる。  より  である。

これらは固定体  の  上の基底を構成する。
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